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Прогнозування динаміки пульсу та артеріального тиску під дією фізичного навантаження є ключовим завданням 
при плануванні процесу реабілітації пацієнта після перенесених серцево-судинних подій, і, в першу чергу, інфаркту 
міокарда. На сьогоднішній день її розв’язують емпірично, однак, розроблення адекватної математичної моделі про-
гнозування основних гемодинамічних показників дозволила б уникнути суб’єктивізму оцінок і підвищити надійність 
прогнозу, безпеку та ефективність реабілітаційної технології. 
З метою формування судження про зміну стану пацієнта під дією фізичного навантаження в процесі реабілітації реалі-
зовано систему моделювання рівнів пульсу та артеріального тиску за допомогою пакету прикладних програм для матема-
тичного моделювання. Її основними підсистемами є обробка та ідентифікація даних, формування прогнозних даних. Для 
перевірки адекватності побудованої моделі використано засіб перевірки толерантності до фізичного навантаження. Отри-
мані результати свідчать про адекватність побудованої математичної моделі для аналізованого етапу процесу реабілітації. 
Максимальний рівень похибок за весь період спостереження склав 9,5 % щодо пульсу та 5,2 % щодо артеріального тиску.
Отже, розроблена математична модель динаміки пульсу та артеріального тиску під дією фізичного навантаження 
в підгостру фазу реабілітації дозволяє прогнозувати реакцію організму на дозоване фізичне навантаження. Метод 
ідентифікації сукупності диференціальних рівнянь, що моделюють таку динаміку під дією фізичного навантаження 
на основі модифікованого градієнтного методу Левенберга-Марквадта, доповненого процедурою вибору початко-
вих значень коефіцієнтів, підтверджує адекватність розробленої математичної моделі. 
Ключові слова: динамічна модель реакції серцево-судинної системи на фізичне навантаження, інфаркт міокар-
да, кардіореабілітація.
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Background. Predicting the dynamics of pulse and blood pressure under physical activity is a key task in planning the patient’s 
rehabilitation process after cardiovascular events and, firstly, myocardial infarction. Nowadays, it is empirically solved, however, 
the development of an adequate mathematical model for predicting major hemodynamic indicators would avoid the subjectivity 
of assessments and increase the reliability of the prognosis, safety and effectiveness of rehabilitation technology.
The aim of the study: to develop and identify a dynamic model of the cardiovascular system response to physical activity 
in patients with myocardial infarction during the rehabilitation process.
Materials and methods. Results. In order to formulate the judgment about changing the patient’s condition under the 
action of physical activity in the process of rehabilitation, a system for modeling the levels of pulse and blood pressure using 
a package of applied programs for mathematical modeling was implemented. Its main subsystems are processing and data 
identification, forecasting data generation. To verify the adequacy of the constructed model, a mode to check the tolerance to 
physical activity was used. Observations were conducted on a group of patients with myocardial infarction of the functional 
class I-II in the sub acute phase of rehabilitation. The dynamics of the body’s response to patients with identical physical 
activity was recorded at an interval of 3 minutes in the course of a defined phase of the rehabilitation program.
The obtained results testify to the adequacy of the constructed mathematical model for the analyzed stage of the rehabilitation 
process. The maximum error rate for the entire observation period was 9.5 % for pulse, and 5.2 % for blood pressure.
Conclusions. 1. The mathematical model of the dynamics of pulse and blood pressure under the action of physical 
activity in the sub-stage of the rehabilitation phase allows predicting the body’s response to the graduated exercise.
2. The method of identification of a set of differential equations that simulates the dynamics of pulse and blood pressure 
under the action of exercise on the basis of the modified gradient Levenberg-Marquardt method, supplemented by the 
procedure for choosing the initial values of the coefficients, confirms the adequacy of the developed mathematical model.
Key words: dynamic model of the reaction of the cardiovascular system on exercise, myocardial infarction, cardio-
rehabilitation.
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Прогнозирование динамики пульса и артериального давления под действием физической нагрузки является клю-
чевой задачей при планировании процесса реабилитации пациента после перенесенных сердечно-сосудистых за-
болеваний, и, в первую очередь, инфаркта миокарда. На сегодняшний день ее решают эмпирически, однако, разра-
ботка адекватной математической модели прогнозирования основных гемодинамических показателей позволила бы 
избежать субъективизма оценок и повысить надежность прогноза, безопасность и эффективность реабилитационной 
технологии.
Целью исследования была разработка и идентификация динамической модели реакции сердечно-сосудистой 
системы на физическую нагрузку у больных инфарктом миокарда в процессе реабилитации.
С целью формирования суждения об изменении состояния пациента под действием физической нагрузки в про-
цессе реабилитации реализована система моделирования уровней пульса и артериального давления при помощи 
пакета прикладных программ для математического моделирования. Ее основными подсистемами является обра-
ботка и идентификация данных, формирование прогнозных данных. Для проверки адекватности построенной моде-
ли использовано средство проверки толерантности к физической нагрузке. Наблюдения проводились над группой 
больных инфарктом миокарда I-II функционального класса в подострую фазу реабилитации. Динамика реакции ор-
ганизма пациента на идентичную физическую нагрузку фиксировалась с интервалом 3 минуты в процессе прове-
дения определенного этапа программы реабилитации. Полученные результаты свидетельствуют об адекватности 
построенной математической модели для рассматриваемого этапа процесса реабилитации. Максимальный уровень 
ошибок за весь период наблюдения составил 9,5 % по пульсу и 5,2 % по артериальному давлению.
Таким образом, разработанная математическая модель динамики пульса и артериального давления под действи-
ем физической нагрузки в подострую фазу реабилитации позволяет прогнозировать реакцию организма на дозиро-
ванную физическую нагрузку. Метод идентификации совокупности дифференциальных уравнений, моделирующих 
динамику пульса и артериального давления под действием физической нагрузки на основе модифицированного гра-
диентного метода Левенберг-Марквадта, дополненного процедурой выбора начальных значений коэффициентов, 
подтверждает адекватность разработанной математической модели.
Ключевые слова: динамическая модель реакции сердечно-сосудистой системы на физическую загрузку, инфаркт 
миокарда, кардиореабилитация.
Вступ. Одним із актуальних прикладних завдань 
у медичній галузі є прогнозування динаміки пульсу 
та артеріального тиску (АТ) під дією фізичного 
навантаження. Таке завдання є ключовим при 
плануванні процесу реабілітації людини після пе-
ренесених захворювань серцево-судинної системи, 
а особливо інфаркту міокарда (ІМ). На сьогодніш-
ній день його розв’язують емпірично, однак, вико-
ристання математичного моделювання дозволило 
б уникнути суб’єктивізму оцінок та підвищити 
надійність прогнозу, безпеку та ефективність реа-
білітаційної технології. 
Складність сформульованого завдання спонукає 
поділити його на два етапи: 
1) розробка моделі динаміки пульсу та АТ під 
дією фізичного навантаження;
2) прогнозування динаміки параметрів попере-
дньої моделі в процесі реалізації програми реабі-
літації у пацієнтів на ІМ.
Для обґрунтування теоретичної основи дано-
го дослідження проаналізовано наукові роботи, 
що присвячені математичному моделюванню 
серцево-судинної та дихальної систем організму 
людини під дією фізичного навантаження. Однією 
з перших стала запропонована модель у роботі 
O. Frank з моделювання серцево-судинної системи 
за допомогою електричного кола [1], що знайшла 
своє продовження в ряді робіт інших науковців 
[2-7]. Недоліками такого підходу є відносно низька 
точність, складність побудови, ідентифікації та 
модифікації моделей спеціалістом, не знайомим 
із теорією електричних кіл. Більш спеціалізова-
ним інструментом моделювання в даному аспекті 
виступає презентація роботи серцево-судинної 
системи за допомогою системи звичайних ди-
ференціальних рівнянь. Так, робота F. Kappel і 
співавт. [8] ґрунтується на застосуванні системи 
диференціальних рівнянь, що моделюють роботу 
чотирикамерного серця за Grodins, роботу мало-
го та великого кіл кровообігу, лівого та правого 
шлуночків, барорецепторів. Оскільки модель вра-
ховує ефект Старлінга, Bowditchта, саморегуляцію 
в периферійних областях, її можна використо-
вувати для аналізу кров’яного тиску в мозку та 
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вимірювання кров’яного тиску під час ортоста-
тичного стресу. 
В роботах [9-10], що базуються на дослідженні 
[8], формується загальна картина поєднання ді-
яльності серцево-судинної та дихальної систем 
у вигляді одинадцяти диференціальних рівнянь, 
що представляють: скоротливості лівого та правого 
шлуночків серця, залежність між серцевим ритмом 
та скоротливістю, балансові рівняння газів, спожи-
вання організмом кисню в процесі навантаження, 
обмін газів у тканинній частині організму. В робо-
тах [11-13] моделі серцево-судинної та дихальної 
систем поєднані з кількісним представленням ви-
конуваного фізичного навантаження. 
Використання методів, що застосовуються 
у зазначених роботах [3,4,8-13] для моделювання 
процесу реабілітації після гострих серцево-судин-
них захворювань, є громіздкими та занадто склад-
ними. Найбільш перспективними методами контр-
олю в реальних програмах відновлення здоров’я 
після серцево-судинних подій, окрім оцінюван-
ня традиційних загальноклінічних показників, 
є вимірювання параметрів АТ та пульсу. Такий 
контроль не вимагає детального аналізу роботи 
компонентів серцево-судинної системи (ССС), одно-
часно адекватно відображаючи процеси її функціо-
нування [14, 15]. Тому, на думку авторів, важливим 
стає розроблення математичної моделі реакції 
ССС на фізичне навантаження, що б базувалася на 
простих у вимірюванні та інтерпретації інтеграль-
них показниках, які відображають системні зміни 
гемодинаміки в реальних умовах проведення кар-
діореабілітаційних заходів. Разом із тим, виникає 
необхідність ідентифікації розробленої моделі та 
адаптації для конкретних клінічних потреб.
Мета роботи: розробити та ідентифікувати ди-
намічну модель реакції серцево-судинної системи 
на фізичне навантаження у хворих на інфаркт 
міокарда в процесі реабілітації.
Матеріал та методи дослідження. Моделювання 
впливу фізичних навантажень в процесі реабіліта-
ції. З метою формування судження про зміну стану 
пацієнта під дією фізичного навантаження в процесі 
реабілітації реалізовано систему моделювання стану 
пацієнта за допомогою пакета прикладних програм 
для математичного моделювання. Її основними під-
системами є обробка та ідентифікація даних, фор-
мування прогнозних даних. Принцип роботи можна 
представити наступними логічними послідовностя-
ми функціонування структурних елементів. Оскільки 
отримана програмна система тісно пов’язана з тех-
нічною, то початковим етапом функціонування її є 
отримання показників організму пацієнта (рис. 1).
Структурно-логічний блок обробки та ідентифі-
кації вхідних значень включає в себе процедуру 
вводу початкових параметрів, підбір початкових 
значень параметрів впливу пульсу та артеріального 
тиску на процес до зняття навантаження, процес 
Рис. 1. Отримання вхідних значень для подальшої їх обробки
Рис. 2. Підсистема ідентифікації вхідних даних
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ідентифікації даних та розв’язок математичної 
моделі у вигляді системи диференціальних рівнянь 
(рис. 2). 
При цьому підпрограма ідентифікації організо-
вує циклічний перебір значень деяких параметрів, 
а значення інших параметрів обчислюються на їх 
основі. Після встановлення одного набору значень 
параметрів запускається підпрограма їх уточнен-
ня на основі методу Левенберга-Марквардта, що 
для побудови значень розв’язків при конкретних 
значеннях параметрів використовує підпрограму 
розв’язання системи нелінійних рівнянь.
Блок системи, що відповідає функціонуванню 
підсистеми прогнозування у відповідь на отримані 
ідентифіковані параметри та значення, в свою чер-
гу, дозволяє формувати поетапний прогноз пульсу 
та АТ. Оскільки різні етапи процесу реабілітації 
характеризуються відповідно різними рівнями 
використовуваного навантаження [15], то проце-
дура отримання прогнозних значень може уточ-
нюватися відповідно до обраного рівня фізичного 
навантаження. Прогнози здійснюються на основі 
ідентифікованих значень параметрів моделей 
у відповідності до аналізованого профілю наванта-
ження, який задається при допомозі таблиць, а по-
тім моделюється за допомогою кусково-кубічного 
многочлена Ерміта. При врахуванні рівня адаптації 
організму до субмаксимальних навантажень, на 
основі початкових спостережених субмаксималь-
них рівнів пульсу та допустимих значень АТ буду-
ється їх прогноз на вибраний момент часу періоду 
реабілітації. На основі процесу прогнозування 
модифікуються параметри моделі та здійснюється 
прогноз реакції організму на навантаження з ура-
хуванням його адаптаційних резервів. Додатковою 
можливістю цієї компоненти є формування архіву 
отриманих даних, а також реалізацію на основі від-
повідного програмного забезпечення можливості 
графічного виводу результатів для подальшого їх 
аналізу (рис. 3). 
В розробці та коригуванні плану реабілітації 
пацієнта лікар базується на методичному плані 
реабілітації, сформованому на основі узагальнення 
клінічної практики лікувального підрозділу [15]. 
Однак для точнішої оцінки та прогнозування стану 
пацієнта в процесі реабілітації використовується 
підсистема моделювання характеристик серцево-
судинної системи. Вона дає змогу передбачити 
реакцію пацієнта на новий вид фізичного наван-
таження, а також прогнозувати загальні гемодина-
мічні закономірності адаптації організму в процесі 
проведення програми реабілітації.
Завершальним етапом роботи підсистеми 
прогнозування впливу фізичних навантажень є 
модифікація існуючого методичного плану для 
проходження процесу кардіологічної реабілі-
тації на основі отриманих даних та результатів 
прогнозування.
Результати та їх обговорення. Математична 
модель та ідентифікація. Клінічна практика ви-
явила два основних етапи функціонування ССС 
під дією фізичного навантаження: період реакції 
ССС на навантаження та період відновлення [15]. 
Період реакції супроводжується підвищенням 
значень показників пульсу та АТ (в першу чергу, 
систолічного, що забезпечує інотропну функцію 
серця) пропорційно до підвищення інтенсивності 
фізичних навантажень, у той час як період від-
новлення супроводжується їх поверненням до по-
чаткового стану. Загальна структура моделі такого 
роду представлена на рис. 4, де  – навантаження, 
 – зміна навантаження, ,  – пульс та 
Рис. 3. Підсистема прогнозування на основі вхідних даних
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артеріальний тиск, ,  – початкові значення 
пульсу та артеріального тиску.
Виділити етап реакції організму на фізичне 
навантаження можна за допомогою функції 
Міхаеліса-Ментен:
,
 (4)
що представляє собою гладкий аналог функції 
Хевісайда. Її значення близькі до 1 при великих об-
сягах навантаження та прямують до 0 при різкому 
зменшенні фізичних навантажень. Останнє активі-
зує процес відновлення організму, що виділяється 
характеристикою . Період фази переходу 
організму від навантаження до відновлення харак-
теризується певною інертністю. Її представляємо 
запізненням аргументу  у характеристиці 
процесу відновлення 
,
 (5)
де  – тривалість переходу від моменту зняття 
навантаження до моменту активізації процесу 
відновлення. 
Оскільки зміни тиску пропорційні зміні фізич-
ного навантаження  їхня динаміка може 
бути описана таким завданням Коші для сукупності 
диференціальних рівнянь:
 
(6)
 
(7)
 (8)
, (9)
де ,  – показники впливу динаміки на-
вантаження на зміни пульсу та тиску, ,  
– показники швидкості адаптації до зняття наван-
таження, ,  – коефіцієнти степенів впливу 
пульсу та тиску на процес адаптації до зняття 
навантаження, ,  – перевищення значень 
функціонального рівня значень пульсу та тиску.
Запропонована математична модель вимагає па-
раметричної ідентифікації, що може бути здійснена 
за допомогою модифікованого градієнтного методу 
Левенберга-Марквадта. Його реалізація потребує 
побудови початкового наближення для значень кое-
фіцієнтів моделі. Сам алгоритм ідентифікації розді-
лено на два рівні. На верхньому рівні здійснюється 
пошук оптимальних значень коефіцієнтів , 
 перебором можливих значень на рівномірних 
сітках, що покривають деякі емпірично підібрані 
діапазони. Після вибору значень коефіцієнтів , 
, коефіцієнти -  визначаються методом 
Левенберга-Марквадта. Їх початкові значення за-
даються такими співвідношеннями:
   (10)
    (11)
   (12)
,    (13)
де – момент часу зняття навантаження. 
При цьому враховано, що на початку процесу реакції 
, 
а на початку процесу відновлення динаміка зміни 
параметрів близька до лінійної. 
Рис. 4. Параметри, що характеризують ССС під дією фізичного навантаження спрямованих на по-
кращення пульсу та АТ
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Тоді диференціальні рівняння спрощуються, 
а відповідні співвідношення отримуються з набли-
ження диференціальних операторів різницевими 
співвідношеннями.
Для перевірки адекватності побудованої мо-
делі використано засіб перевірки толерантності 
до фізичного навантаження (Ергометр Corival 
cpet (960900)). Спостереження проводилися 
за групою хворих на інфаркт міокарда І-ІІ 
функціонального класу за реабілітаційною кла-
сифікацією [17,18], які перебували в підгострій 
фазі реабілітації. Динаміка реакції організму 
пацієнтів на ідентичне фізичне навантаження 
фіксувалося з інтервалом 3 хвилини в процесі 
проведення визначеного етапу програми реабілі-
тації. В табл. 1 представлено значення еволюції 
динаміки параметрів серцево-судинної системи 
спостережуваних пацієнтів.
Примітка. W – рівень навантаження, H1-H5 – значення рівня пульсу 5-ти пацієнтів, виміряного з ін-
тервалом 3 хв, P1-P5 – значення рівня артеріального тиску 5-ти пацієнтів, виміряного з інтервалом 3 хв
Таблиця 1
Значення пульсу та АТ отримані в процесі тестування організму хворих  
на толерантність до навантаження
W H1 H2 H3 H4 H5 P1 P2 P3 P4 P5
0 96 94 83 82 61 158 150 155 140 130
25 124 115 115 90 81 175 165 170 165 150
25 120 110 119 88 82 180 175 170 165 150
50 130 120 125 90 87 200 180 180 180 160
0 131 122 119 83 68 200 178 170 180 170
0 117 110 97 75 61 200 175 170 170 172
0 111 95 89 70 64 180 172 165 170 165
0 108 92 88 70 60 172 170 165 160 140
0 104 97 85 71 63 170 165 160 160 138
0 88 95 82 72 63 170 164 160 155 134
0 86 91 87 77 62 172 160 156 158 140
0 86 92 85 74 62 170 145 156 155 135
0 78 88 81 72 63 150 141 155 150 135
0 80 88 79 73 62 145 140 150 140 130
Надані дані були використані для моделювання 
показників пульсу та АТ в підгострій фазі реабілі-
тації з оцінкою максимальних відносних похибок. 
Значення похибок та ідентифікованих значень 
коефіцієнтів функції представлено в табл. 2.
Примітка. Максимальний рівень похибок за весь період спостереження склав 9,5 % по пульсу, 5,2 % по АТ
Таблиця 2
Значення похибок та ідентифікованих значень коефіцієнтів
№ експерименту A1 A2 A3 A4 Похибки по пульсу, % Похибки по тиску, %
1 0,7656 0,0303 0,8456 0,3704 9,53 5,16
2 0,6250 0,0616 0,6426 0,3519 3,33 4,14
3 1,4528 0,0471 0,4092 0,0899 2,00 2,75
4 0,6027 0,0160 0,7779 0,0701 7,92 4,93
5 0,9291 -0,0056 0,7303 0,2704 6,09 3,93
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Отримані результати свідчать про адекватність 
побудованої математичної моделі для аналізовано-
го етапу процесу реабілітації. Наочно результати 
ідентифікації згаданої моделі залежності основних 
показників організму від навантаження початково-
го та завершального періодів процесу реабілітації 
представлено на рис. 5, 6.
Аналіз побудованих графіків свідчить про знижен-
ня початкових значень пульсу та АТ в результаті про-
грами реабілітації та відновлення показників гемоди-
наміки після припинення фізичного навантаження.
Висновки. 1. Розроблена математична модель 
динаміки пульсу та артеріального тиску під дією фі-
зичного навантаження в підгостру фазу реабілітації 
хворих на інфаркт міокарда дозволяє прогнозувати 
реакцію організму на дозоване фізичне навантаження. 
2. Метод ідентифікації сукупності диференціаль-
них рівнянь, що моделюють динаміку пульсу та 
артеріального тиску під дією фізичного навантажен-
ня на основі модифікованого градієнтного методу 
Левенберга-Марквадта, доповненого процедурою 
вибору початкових значень коефіцієнтів, підтвер-
джує адекватність розробленої математичної моделі. 
Перспективи подальших досліджень. 
Апробація математичної моделі динаміки пульсу 
та артеріального тиску під дією фізичного на-
вантаження в різні фази реабілітаційного процесу 
у пацієнтів кардіологічного профілю.
   а) пульс      б) АТ 
Рис. 5. Результати ідентифікації параметрів моделі динаміки пульсу та АТ під дією фізичного наван-
таження початкового етапу
   а) ЧСС       б) АТ
Рис. 6. Результати ідентифікації параметрів моделі динаміки пульсу та АТ під дією фізичного наван-
таження завершального етапу
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